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Résumé.
Ce travail de recherche se situe dans le cadre de la modélisation de l'écoulement
turbulent d'un jet de gaz plasma dans un four industriel. Le but principal est
d'explorer et de comparer diverses approches pour le traitement de la turbulence
dans un modèle d'écoulement basé sur les équations de Navier-Stokes compressibles.
La comparaison est d'abord et avant tout qualitative et elle est réalisée via des
expérimentations numériques.
La modélisation de cet écoulement complexe a pour but final de fournir aux
ingénieurs un outil pour améliorer le procédé industriel. Dans ce contexte, il est
important de pouvoir optimiser le transfert de chaleur, la génération de poussières,
la vitesse de rotation du gaz, etc, en regard de paramètres physiques tels la position
de la cheminée et la géométrique de l'enceinte.
La base du modèle est fournie par les équations de Navier-Stokes moyennes ou
filtrées. Elles sont traitées par une approche éléments finis et résolus à l'aide
d'un solveur pour les systèmes non-linéaires. La fermeture de ces équations est
obtenue par deux approches pour la modélisation de la turbulence: soit l'approche
écoulement moyen et l'approche simulation des grandes structures. Pour cha-
cune d'elle, on met en œuvre un modèle algébrique et un modèle à une équation
différentielle pour l'énergie cinétique turbulente.
Le modèle algébrique s'est avéré relativement efficace. L'ajout d'une équation pour
le transport de l'énergie cinétique turbulente a permis de capter l'aspect insta-
tionnaire des moments des champs instantanés. L'approche par simulation des
grandes structures s'est montrée trop coûteuse pour cet écoulement. Outre la com-
plexité de l'écoulement, la nature fortement instationnaire des simulations a posé
des problèmes numériques majeurs.
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e : énergie interne
E : énergie totale
CP,CV : chaleurs spécifiques
Q : énergie calorifique
R : tenseur de Reynolds
Re, Pr : nombres adimensionnels de Reynolds et de Prandlt
lm : longueur de mélange
r : tenseur des contraintes visqueuses et de pression
<7 : tenseur des contraintes visqueuses
S : tenseur taux de déformation
Uij : contrainte tangentielle ou de cisaillement
au : contrainte normale
//, n* : viscosités
K, K* : coefficients de transfert de chaleur
k : énergie cinétique turbulente
h : dimension caractéristique des éléments
TF,TI,T2 '• frontières: sur la paroi, à l'entrée, à la sortie
Q : domaine de calcul
< • > : opérateur de moyenne statistique
•C • 3> : opérateur de moyenne statistique pondérée par la masse
<2> : produit tensoriel [{u <£> v)ij = UiVj]
Indices :




La notation </> est utilisée de manière générique afin de représenter la partie moyenne
ou filtrée d'une variable 0. On utilisera plutôt </> lorsqu'elle est pondérée par la
masse.
Introduction.
L'évolution rapide des ordinateurs et des techniques de simulation numérique a
transformé le travail de l'ingénieur. C'est le cas pour l'étude des procédés indus-
triels complexes faisant intervenir des fluides. Des outils logiciels tels Patran, Fluent,
Phoenic, etc, sont d'utilisation courante. Ces outils permettent de résoudre, dans
la mémoire d'un ordinateur, des problèmes autrefois hors d'atteinte. Cependant,
ils nous ont aussi amenés à tenir compte de problèmes autrefois négligés étant to-
talement inabordables. Parmi ces problèmes, il y a la turbulence et ses interactions
avec les phénomènes physiques tels le transfert de chaleur, le rayonnement dans
un milieu poussiéreux ou encore les phases d'un mélange. Notre compréhension des
phénomènes cahotiques, et plus particulièrement de la turbulence, est très limitée, et
par le fait même, les modèles dont nous disposons pour les écoulements turbulents
sont aussi très limités. Ainsi, lorsque l'on désire modéliser un procédé industriel
complexe dans lequel la turbulence joue un rôle important et interagit fortement
avec l'environnement, il est souvent nécessaire de mettre au point des outils inno-
vateurs et spécifiques à l'application considérée.
La modélisation des fours au gaz plasma pour la refonte de l'écume d'aluminium est
un exemple typique de procédé industriel complexe dans lequel la turbulence joue
un rôle clef. En effet, elle interagit fortement avec le jet de plasma, en plus d'influer
sur le transfert de chaleur aux parois et avec le rayonnement via le transport des
poussières. La mise au point d'un outil de simulation suffisamment précis pour
servir au design du four et à l'optimisation du procédé est un défi de taille. L'objet
de ce mémoire s'inscrit dans ce contexte et vise à explorer, dans un cadre simplifié,
diverses approches pour modéliser la turbulence.
Le but principal est de comparer, via l'expérimentation numérique, deux approches
différentes pour prendre en compte la turbulence dans cet écoulement caractérisé par
un jet de gaz chaud, compressible et fortement turbulent. Dans l'une, on décompose
le champ turbulent p en une partie moyenne p et en une partie fluctuante p'. Dans
l'autre, on le décompose en une partie filtrée J-(p) et en une partie fluctuante p'.
Pour chacune des approches, un modèle algébrique et un modèle à une équation
différentielle sont mis en œuvre dans un code de calcul résolvant les équations de
Navier-Stokes compressibles.
Enfin, précisons que ce travail est exploratoire et que, par la nature même du
problème, nous sommes confrontés à plusieurs problèmes intermédiaires. En effet,
la complexité de la géométrie, la compressibilité de l'écoulement, les exigences par-
ticulières des modèles de sous-grilles en matière de pas de maillages et de pas de
temps posent des problèmes auxquels nous devons trouver des réponses.
Le projet comporte plusieurs phases, la modélisation, la discrétisation des modèles
par la méthode des éléments finis, la mise en œuvre des modèles dans un code
Navier-Stokes déjà existant, et enfin, l'expérimentation numérique et l'évaluation
des différentes approches. Les résultats obtenus mettent en évidence la nécessité




1.1- Le procédé industriel à l'origine du problème
Auparavant, le chauffage par combustibles fossiles était largement utilisé dans
plusieurs procédés industriels. Cependant, les impératifs économiques de minimi-
sation des coûts de production et d'amélioration de la qualité, combinés avec une
sensibilisation grandissante envers la protection de l'environnement ont amené les
industriels à s'intéresser à des alternatives. L'utilisation d'un gaz à l'état plasma
dans la technologie du chauffage est justement une alternative qui permet d'obtenir
des performances étonnantes. L'application industrielle de cette technologie est
récente, et on peut croire que la modélisation mathématique permettra d'optimiser
diverses phases des procédés. L'étude de la littérature scientifique montre qu'il y
a encore passablement de travail de recherche à faire afin de mettre au point un
modèle fiable pour simuler les processus physico-chimiques ayant lieu dans un four
industriel chauffé au plasma.
Dans le cas particulier d'une fournaise à plasma pour la récupération de l'écume
d'aluminium (voir la figure la pour la géométrie du four), un jet de gaz débouche
à grande vitesse dans une enceinte chargée de rebus riches en aluminium. Les
gaz chauds circulent dans l'enceinte et fait fondre l'aluminium qui peut alors être
récupéré sous forme liquide. La modélisation de ce procédé présente plusieurs diffi-
cultés car il faut tenir compte de phénomènes tels: la recirculation de la flamme, la
turbulence du gaz, le rayonnement, le transfert de chaleur, les réactions chimiques,
le transport des poussières. Aussi, la source de chaleur que constitue le plasma est
un milieu très particulier puisque les gradients radiaux de température sont con-
sidérables. De plus, il faut tenir compte de l'aspect tridimensionnel de l'écoulement
et les effets dus à la compressibilité du gaz. Bien que l'on ait affaire à un écoulement
d'un fluide compressible, on a le choix de considérer l'écoulement comme compres-
sible ou comme incompressible. Il existe des critères reconnus afin de faire ce choix.
Par exemple, on peut utiliser une approche incompressible si le nombre de Mach
de l'écoulement est petit1, M < 0.24. Or, puisque Ap/p « M2, on peut réécrire le
critère sous la forme Ap/po < 0.04. Dans un four à plasma type, un calcul rapide
basé sur le profil de la densité à l'entrée nous donne Ap/po < 0.86 et un nombre de
Mach de 0.335. On peut donc considérer qu'il est nécessaire de tenir compte de la
variation de la densité via une équation d'évolution caractérisant le bilan de masse,
soit:
J 0 (1.1)
Cependant, une alternative existe et consiste à modifier le modèle incompressible
pour considérer la faible variation de la densité. Cette approche, développée en
France chez EDF2, est basée sur un découplage des équations de Navier-Stokes com-
pressibles stationnaires. Ils en arrivent à utiliser les techniques de l'incompressible
en écrivant l'équation de conservation de la quantité de mouvement sous la forme
d'une équation pour le débit Q = pU, sous la contrainte stationnaire de conserva-
tion de la masse V • Q = 0. La validation expérimentale montre que cette approche
est satisfaisante pour certains cas2: "L'accord calcul-mesure apparaît comme très
satisfaisante lorsque le rapport des masses volumiques R est proche de 1, et se
dégrade quelque peu lorsque ce rapport atteint des valeurs de l'ordre de 5." Cette
approche est très intéressante car elle est peu coûteuse. De plus, il existe un logiciel
commercial exploitant cette méthode dans un contexte éléments finis: Persephone
distribué par Simulog, France. Cependant, dans le cas d'écoulement qui retient
notre attention, on a R = 7.30. Par conséquent, on a plutôt considéré l'écoulement
du gaz dans le four comme compressible et instationnaire.
Toutefois dans ce travail de recherche, c'est surtout l'aspect turbulence du gaz dans
le four qui nous intéresse. On comparera différentes approches pour le traitement de
la turbulence par l'entremise d'expérimentations numériques (se référer au chapitre
3, "Modélisation de la turbulence"). Pour les fins de l'étude, c'est plutôt un milieu
hypothétique qui a été utilisé, c'est-à-dire un gaz chaud ayant les propriétés de l'air
avec une température maximale de 8000 K. La fournaise à plasma a une longueur
totale de 3 mètres (excluant la cheminée) et une hauteur de 1.5 mètre. Le jet de
plasma pénètre dans le four avec une largeur de 0.05 mètre et un angle de 7°, tandis
que la largeur de la cheminée laissant sortir le gaz est de 0.1 mètre. Bien que le four
réel soit cylindrique et que l'écoulement soit tridimensionnel (du principalement à
l'angle d'attaque), nous allons nous restreindre à des modèles bidimensionnels afin
de limiter la complexité du problème.
61.2- La modélisation de la turbulence dans le four à plasma
Généralement, les modèles de turbulence sont validés sur des cas tests simples tels:
plaque plane, jet libre, canal et marche. Les modèles comportant des équations
différentielles, et même certains modèles algébriques, donnent des résultats précis,
sauf pour le cas de la marche3. En effet, ce cas diffère des autres par la présence
d'une zone de recirculation et c'est là que les prédictions diffèrent significativement
des valeurs expérimentales. Il est bien connu3 que la majorité des modèles de tur-
bulence réagissent de manière non physique à la présence d'un gradient de pression
adverse.
La modélisation de la turbulence dans le four à plasma pose plusieurs difficultés,
la première étant que l'écoulement dans le four est caractérisé par un jet dans une
grande enceinte munie d'une cheminée. Cet écoulement est fort différent des cas
simples énumérés ci-dessus car il possède à la fois les caractéristiques d'un jet, de la
marche et d'un canal. En outre, on y retrouve de grandes zones de recirculation qui,
par leur confinement dans l'enceinte, interagissent entre elles, avec le jet, avec les
parois et avec la cheminée. Dans 7, on trouve un exposé des problèmes inhérents à la
modélisation de la turbulence pour ce type de géométrie appelé: "sudden expansion
pipe", ainsi qu'une revue détaillée de la littérature. On y mentionne que l'essentiel
de la difficulté réside dans les zones de recirculation qui apparaissent de chaque coté




 présentent des résultats expérimentaux par rapport à l'effet de paroi et aux
zones de recirculation. Cependant, il semble n'y avoir que Charturvedi7 qui fait
une évaluation détaillée sur la turbulence dans le cas "sudden expension pipe flow".
Or, la taille des zones de recirculation est en relation directe avec le rapport entre le
diamètre de l'enceinte sur celui du jet. Un rapport de 5 est considéré comme grand.
Un rapport faible est utilisé pour les tests de Kline et Abbott8. Cependant de
récents résultats9, expérimentent avec des rapports de 2 à 15, entre le diamètre de
l'enceinte sur celui du jet. Dans le cas du four à plasma il est de (1.5/0.05) = 30, ce
qui complique énorménent la modélisation de la turbulence. Notons que le problème
est rendu plus complexe par l'engouffrement des gaz dans la cheminée, qui produit
des recirculations et des instabilités au voisinage de la sortie.
CHAPITRE 2
ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES
Un fluide est un corps contigu, sans rigidité, qui peut subir de grandes déformations,
même sous l'action de forces faibles. Il n'a pas de forme propre et a la propriété
caractéristique de pouvoir s'écouler. Les liquides et les gaz sont des fluides. Pour
étudier un fluide hétérogène on est conduit à le décomposer en particules suffisam-
ment petites. Entre chaque particule contiguë, il existe des échanges:
- de quantité de matière (transfert de masse);
- de quantité de mouvement (transfert d'énergie cinétique);
- d'énergie calorifique (transfert de chaleur).
Dans le cas d'un fluide Newtonien, ces principes sont traduits par les équations de
Navier-Stokes10.
2.1- Forme conservative
Soit fi C R, le domaine considéré et soit F sa frontière. On peut écrire les équations





+ V • (pu <g> u) + Vp - V • a = 0 (2.2)
+ V • (pEu) + V • (pu) - V - (a • u) + V • Q = 0 (2.3)dt
où a = est le tenseur des contraintes (voir section 2.2).
9La pression est donnée par la loi des gaz parfaits (p = (7 — l)pe), et les autres
quantités par:
1 CE = e+-u2 , e = CVT , 7 = - f , Q = -
2 Cy
2.2- Tenseur des contraintes
On considère un élément de surface d'aire dS dans un fluide. On analyse la force
exercée par la fraction de fluide située d'un côté de l'élément, sur celle située de
l'autre côté: la contrainte est la valeur de la force qui s'exerce sur l'unité de surface.
Dans un fluide au repos, elle est normale aux éléments de surface et sa norme
est indépendante de l'orientation de ceux-ci. La contrainte étant isotrope, il suffit
d'un seul nombre pour en caractériser la valeur en chaque point; c'est la pression
hydrostatique.
Dans un fluide en mouvement, il apparaît en outre des contraintes tangentes à
l'élément de surface dS. Celles-ci reflètent les forces de frottement entre des couches
de fluide glissant les unes par rapport aux autres, et sont dues à la viscosité du
fluide1. La viscosité étant un coefficient de transport qui traduit le transfert de
quantité de mouvement des zones de plus grandes vitesses vers les zones de plus
faibles vitesses. Pour préciser ces forces, il est nécessaire de connaître:
• l'orientation de la surface dS dans l'espace; celle-ci est définie à l'aide du vecteur
unitaire n normale à la surface;
• les valeurs des trois composantes de la force par unité de surface suivant les
axes Ox, Oy, Oz d'un triède de référence, pour trois orientations de surfaces
unités perpendiculaires à ces axes.
Cela conduit à neuf coefficients Uy que l'on peut mettre sous forme d'un tableau
à trois lignes et trois colonnes, qui représente le tenseur des contraintes [a] dans le
fluide considéré. Ce tenseur de rang deux s'écrit comme une matrice trois sur trois;
l'élément <7y du tenseur {i = 1 à 3, j = 1 à 3) représente la composante suivant i de
la contrainte, ou force par unité de surface, exercée sur une surface dont la normale
est orientée suivant j . Ainsi:
• (Tyx est la composante suivant Oy de la force exercée sur une surface unité
dont la normale est orientée suivant Ox; c'est une contrainte tangentielle ou de
cisaillement.
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• axx est la composante suivant Ox de la force exercée sur une surface perpen-
diculaire à la même direction Ox; c'est une contrainte normale.
On détermine maintenant la contrainte an exercée sur une surface dS de normales
quelconque. Analysons pour cela les forces exercées sur un tétraèdre dont trois des
arêtes sont parallèles aux directions Ox, Oy, Oz, et de longueurs dx, dy et dz; la
face bordée par les trois arêtes a une normale dirigée suivant le vecteur unitaire n
de composantes nx, ny, nz; n est dirigée vers l'extérieur du volume du tétraèdre.
On note axndS, cryndS et o~zndS les composantes suivant Ox, Oy, Oz de la force de
contrainte df exercée sur la surface dS de normale n. Déterminons par exemple axn
en écrivant l'équilibre de l'ensemble des forces exercées sur les faces du tétraèdre.
Les composantes suivant Ox des forces exercées sur les faces perpendiculaires à
Ox, Oy, Oz sont respectivement:
{—&xx)nxdS, (—axy)nydS, (—axz)nzdS.
On utilise les définitions des composantes de contrainte normale et de cisaillement,
et le fait que les surface dSx, dSy, dSz, auxquelles ces contraintes s'appliquent,
sont égales au produit de dS par les cosinus directeurs nx, ny, nz de n selon les
trois axes. Les signes négatifs proviennent du fait que les normales à ces trois
surfaces sont orientées extérieurement au volume du tétraèdre, et de la définition
des contraintes. La contrainte totale sur l'ensemble des quatres faces du tétraèdre
a donc pour composante suivant Ox:
o-xndS - axxnxdS - axynydS - crxznzdS = (axn - crxxnx - axyny - axznz)dS.
On écrit la loi de Newton en notant dV le volume de l'élément, p sa densité et
d2x/dt2 son accélération suivant Ox; on trouve:
d2x{(*xn ~ oxxnx - axyny - axznz)dS + fxdV = Pdv~^ (2-4)
(fx représente la composante suivant Ox d'une force en volume-pesanteur par exem-
ple). On fait maintenant tendre la taille de l'élément vers zéro en réduisant de
manière homothétique chacune de ses dimensions. Les deux derniers termes qui
contiennent dV dans l'équation (2.4) tendent vers zéro plus rapidement que le terme
qui contient dS, et ne peuvent donc le compenser. Il en résulte que ce dernier doit
être identiquement nul, ce qui conduit à l'égalité:
Cjitj ~ Gxx'ïï'x ~r GxyTly ~r O~xzTlz.
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En utilisant la symétrie entre les indices, on trouve une relation équivalente pour
les deux autres composantes ayn et azn. On obtient ainsi l'égalité matricielle:
qui peut être réécrite sous la forme:
df
= an = a -n.
on
On peut également utiliser la notation:
où on effectue une sommation implicite sur l'indice j .
On précise maintenant la relation entre les contraintes de viscosité (tenseur a) ap-
paraissant dans un fluide et les déformations de ce fluide. Ces contraintes s'annulent
quand un élément du fluide se déplace sans se déformer et ne dépendent, de ce fait,
ni de la vitesse (translation globale), ni de la rotation locale. Les composantes a^
du tenseur des contraintes de viscosité, qui est lui-même symétrique, doivent donc
dépendre uniquement des composantes S^ de la partie symétrique du tenseur des
gradients de vitesse, avec:
Les fluides newtoniens (c'est le cas qui nous intéresse) sont ceux pour lesquels on
suppose que les composantes aij du tenseur des contraintes de viscosité dépendent
linéairement des valeurs instantanées des déformations. Ceci se traduit par:
(Xij = 2ASij + BSij Su
où A et B sont des constantes réelles caractéristiques du fluide considéré, et ôij
représente le tenseur de Kronecker (5{j = 1 si % = j , et S^ = 0 si i ^ j).
Dans le cas du four plasma, le tenseur des contraintes visqueuses est exprimé au
moyen de la loi de Newton et d'un coefficient de viscosité (//). Il a la forme suivante:
1 fdui duA 2 dut ,_ _v2
 \ + £) "^ (Z5)
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2.3- Forme non-conservative
Le choix des variables indépendantes constitue un problème fondamental dans le
processus de résolution des équations de Navier-Stokes. En effet, la forme con-
servative de l'équation de conservation de la masse suggère que p et pu doivent
être choisies comme variables indépendantes. Or, dans les deux autres équations
de conservation u apparaît aussi comme variable indépendante. Un raisonnement
similaire sur la variable d'énergie nous incite à choisir p, u et T comme variables
indépendantes. Dès lors, il est souhaitable de n'introduire que ces variables et
leurs dérivées dans les équations pour ainsi obtenir la forme non-conservative des
équations (2.1)-(2.3).
Equation de la masse:
— + V • (pit) = 0 (f. conservative)
De l'identité: V • (pit) = pV -u + u- Vp, on obtient l'équation de la masse sous forme
non-conservative:
u = 0. (2.6)
Ub
S
Equation de la quantité de mouvement:
— h V • (pit <8)u) + Vp — V • a = 0 (f. conservative)
Des identités:
V • (pu ® u) = (u ® u) • Vp + pitV • u + pu • Vix
dpu du _ . . _
— = p— - puV • u - (u <8> u) • Vp,
on obtient l'équation de la quantité de mouvement sous forme non-conservative:
p - ^ + p(ix-V)it + V p - V - a = 0. (2.7)
Equation de conservation de l'énergie:
dpE
dt + V • (pEu) + V • (pit) - V • (a • u) + V • Q = 0 (f. conservative)
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1) Développer le membre de gauche de la forme conservative en écrivant E par sa
définition:
dpe
2) Développer encore en utilisant l'équation (2.6):
*-, / 7-, x de _ .du „ . .
^ V • (pEw) = p— + pu • Ve + u • (p— + p{u • V)M)
3) Maintenant, utiliser l'équation (2.7) dans le dernier développement:
— h V • (pEu) = p — + pu-Ve-u-Vp + u-V • a
On retrouve donc,
de
p— + pu • Ve - u • Vp + u • V • a = - V • (pu) + V • (a • u) - V • Q.
Des identités:
V • (ato) = UJ • Va + aV • u
V • (LU • M) = Va; : M + LU • V • M,
on obtient l'équation de conservation de l'énergie sous forme non-conservative:
de
p— + pu • Ve + pV • u - VM : a + V • Q = 0. (2.8)
C/6
2.4- Équations adimensionnelles
Pour des raisons d'ordre numérique (principalement pour faciliter la convergence des
solveurs itératifs), on applique des changements d'échelles aux variables dépendantes
et indépendantes. Ainsi, on remplace chaque variable dans les équations par:
p = ppr 5 u = \ur\û , t = ttr , x = xLr ,
r\ J_ List* O
r> = nn \u \ U, = ÛU T = e = e u
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où pr, \ur\, tr, Lr, nr, sont des valeurs de références pour la densité, la vitesse, le
temps, la longueur et la viscosité.
Dans le cas du four industriel que l'on modélise, on a les caractéristiques physiques
suivantes:
ur = 600 m/s,
• pr = 0.1708 kg/cm,
• p,r — viscosité de l'air à 20°C,
• Lr = 1 mètre.
Équation (2.6) sous la forme sans dimension:
On remplace les variables dans cette équation en les écrivant avec les variables
adimensionnelles:
Pour obtenir notre équation adimensionnelle, on multiplie la dernière équation par
( L,r .). Ensuite, on pose (. Lr .) = 1, ce qui revient à prendre comme échelle de
temps tr = T^T. D'où l'équation de la masse adimensionnelle est:
de
+ û • Vp + /5V • û = 0. (2.9)
Équation (2.7) sous la forme sans dimension:
p~ + plu • V)u + Vp - V • a = 0
at




Pour obtenir notre équation adimensionnelle, on multiplie la dernière équation par
L
 r). Or nous avons déjà que (. \'y , ) = 1, d'où nous obtenons:
^ pr\ur
& + P(« • V)Ô - v • = o
Si on pose Re = pr^Lr (nombre de Reynolds) on obtient l'équation sans dimension
p— + p(u • V)u + Vp - V • a = 0dt (2.10)
où
â = 2pfS — (§A**V • û)I (se référer à la section 2.2 "Tenseur des contraintes"),
S=h(Vû-
Re= ^^
Equation (2.8) sous la forme sans dimension:
de
p-— + pu • Ve + pV • n - Vu : a + V • (-KVT) = 0




Pour obtenir notre équation adimensionnelle, on multiplie la dernière équation par
(—r^ -raO- Ensuite, on pose encore une fois (. fr ,) = 1, et on multiplie le dernier






En posant Re = Pr'Ur^ r (nombre de Reynolds) , Pr = pMr (nombre de Prandlt) ,
^* ~ Ré ' ^ = §f ' K* = ( f i i ) (^ ) ' o n obtient l'équation de conservation de
l'énergie sous sa forme sans dimension
£-? + pu • Vê + pV • û - Vu : â + V • (-re* VT) = 0 (2.11)
vj Is
OÙ
• â — 2p,*S — (|/x*V • u)I (se référer à la section "Tenseur des contraintes"),
7~> Dr \Ur \L>-pri P — - -1——!
2.5- Conditions aux limites
On considère un jet de gaz chaud dans un four possédant une cheminée. Le domaine
de calcul est décrit sur la figure la. À l'entrée du four sur Fi, on impose des
conditions limites de Dirichlet à chacunes des variables. Les conditions limites
prescrites sur Fi sont basées sur des valeurs de référence. On pose:
• p = pr alors p = 1.0,
(cosaA , ,, , j , ,,
• u = . , a est Tangle d attaque,
\sma Jm f — Tr — 1/7(7 - 1)M? > o u Mr est le nombre de Mach à l'entrée.
Sur la paroi du four F^, on impose une condition d'adhérence pour la vitesse, û = 0,
et une condition adiabatique pour la température, f^  = 0.
Une analyse plus détaillée doit être faite à la sortie de la cheminée du four, F2.
En effet, dans le cas d'un écoulement externe, on impose une condition unilatérale
pour la densité sur la partie du bord où u^ • n > 0, ce qui n'est pas applicable
aux écoulements internes. On essaie plutôt une méthode, usuelle dans les schémas
aux différences finies11, qui consiste à extrapoler, à chaque pas de temps, la valeur
au bord à partir des quelques valeurs internes. Cette méthode n'est pas suffisante
car l'écoulement est réfléchi à l'intérieur. Pour corriger la situation, on doit con-
server le profil de la densité à partir d'une position donnée dans la cheminée, et
le reproduire jusqu'à la sortie. La valeur de la densité pour tous les noeuds en
aval de la position, est obtenue à l'aide d'une formule d'extrapolation quadratique
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sur les noeuds précédents. On répète cette extrapolation à intervalle de temps
régulier. L'expérience montre qu'il est suffisant de l'appliquer à la densité afin
d'obtenir des profils raisonnables pour les autres variables. Toutefois, mentionnons
que l'extrapolation dégrade le conditionnement du système, ce qui entraîne une
augmentation du temps de calcul. On peut constater l'efficacité de la méthode
en comparant les figures 3 et 4. La figure 3a, montre la recirculation ralentie de
l'écoulement dans le four. Cette diminution de vitesse est causée par le refoulement
du fluide à la sortie de la cheminée comme montré sur la figure 3b (la quantié de
fluide qui entre et qui sort par la cheminée est presque nulle). Tandis que sur la
figure 4, après seulement quelques pas de temps avec la technique d'extrapolation
de la densité, l'écoulement est qualitativement correct (figure 4a) et on obtient un
profil de sortie raisonnable (figure 4b).
Finalement, on utilise des conditions initiales: p = pr , T = Tr , û = 0 (alors
p = 1, f = T^%, û = 0 ) partout dans le four. Mais, pour accélérer la convergence,
on pose û = 1 dans une bande horizontale qui commence à l'entrée du four et qui
se termine à la sortie de la cheminée.
Remarque: Afin de simplifier l'écriture, les variables instantanées et sans dimension
seront notées p, u, T plutôt que p, û, T. a
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CHAPITRE 3
MODELISATION DE LA TURBULENCE
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Le but de ce chapitre est de présenter deux approches différentes pour le traitement
de la turbulence. Les deux orientations reposent sur des décompositions des champs
instationnaires: décomposition de Reynolds (p = p + p') et décomposition basée sur
le filtrage des fluctuations (p = ^(p) + p'). On présente dans les deux cas, un
modèle algébrique (zéro équation) et un modèle à une équation différentielle aux
dérivées partielles pour l'énergie cinétique turbulente (une équation). Finalement,
on fait ressortir les ressemblances des équations obtenues avec les deux approches.
3.1- Principes de base de la modélisation de la turbulence
L'expérience de Reynolds, réalisée vers 1886, a permis de mettre en évidence l'étroite
relation entre la quantité ( P r ^ r ) , aujourd'hui appelée nombre de Reynolds (.Re),
et la structure d'un écoulement. En effet, lorsqu'un fluide est injecté dans un
courant de dilution de manière que Re < i?ec(~ 2500), il forme un filet régulier
(écoulement laminaire). Mais lorsque Re > Rec, if forme une multitude de petits
tourbillons qui provoquent un mélange rapide avec le courant de dilution. Un des
aspects fondamentaux de cette expérience est la non-reproductibilité de l'écoulement
turbulent.
La présence de tourbillons est attribuable à l'aspect non-linéaire de la conserva-
tion de la quantité de mouvement. Des perturbations du champs de vitesse sont
amplifiées par le terme non-linéaire V • (u <g> u) et éventuellement dissipées par les
contraintes visqueuses lorsque leur taille atteint l'échelle de dissipation par la vis-
cosité physique du fluide. Dans un écoulement turbulent, on peut trouver des struc-
tures tourbillonnaires de toutes tailles situées entre l'échelle de dissipation et le plus
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gros tourbillon pouvant exister dans la configuration géométrique de l'écoulement
(échelle géométrique).
La turbulence peut donc être caractérisée par une échelle continue pour la taille
des tourbillons dont le minimum et le maximum dépendent du nombre de Re et
de la configuration géométrique. En outre, il y a absence de séparation nette des
échelles de la turbulence12. Le spectre d'énergie typique d'un écoulement turbulent
est donné à la figure 2.
Notons que, outre les échelles, il y a une différence fondamentale entre le mouvement
brownien, dû à l'agitation moléculaire, et la turbulence: les déplacements succes-
sifs d'une particule sous l'action de l'agitation des molécules sont des événements
indépendants, ce qui n'est pas le cas pour une particule sous l'action de la turbu-
lence. On dit, symboliquement, que la turbulence a une mémoire de son passé.
Dans l'approche statistique de la turbulence, toutes les variables de l'écoulement
sont considérées comme des variables stochastiques. C'est-à-dire comme des vari-
ables aléatoires qui dépendent du temps. La turbulence est alors vue comme un
processus stochastique et le fait qu'elle possède une mémoire de son passé se traduit
par une corrélation des variables dans l'espace et le temps. Considérons, à titre
d'exemple, la vitesse du fluide u(x, t). C'est une variable stochastique qui peut être
caractérisée de deux manières13:
• par sa distribution de probabilité p(u, x, t),
• ou par l'ensemble (à priori infini) de ses moments.
Lorsque u(x,t) correspond à un champ de vitesse d'un écoulement turbulent, on
s'intéresse généralement à son premier moment, c'est-à-dire sa moyenne. On peut
la définir par:
r






La seconde formule définit la moyenne via une limite sur une moyenne d'ensemble
de n réalisations de la même expérience au même point (x,t).
A priori, < u(x,t) > est une fonction de x et t, tout comme u(x,t) elle-même. Il
y a cependant des cas particuliers d'écoulement pour lesquels cette dépendance se
simplifie:
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• turbulence stationnaire: p est indépendant du temps de sorte que tous les mo-
ments sont eux-même indépendants du temps. En particulier, la moyenne est
stationnaire < u(x) >. Le processus est dit ergodique et on a :
u(x)
1 fT
>= Jim = / u(x, t)dt
T-+00 T JQ
Les exemples de turbulence stationnaire sont rares, mais il en existe et on sait
les reproduire. La turbulence derrière une grille en est un exemple.
turbulence homogène: toutes les grandeurs moyennes formées à partir des fluc-
tuations de vitesse ou de pression sont invariantes par translation. Les cas de
turbulence homogène sont plus rares que les cas de turbulence stationnaire.
Dans ce cas
u(t) >= T-- / u(x,t)dx.
liZl JQ.
La turbulence derrière une grille est un cas classique de turbulence homogène,
mais seulement dans le plan de la grille.
• turbulence isotrope: lorsque le tenseur de Reynolds R
Ui(x,i)— < Ui(x,t) >, est invariant par rotation.
=< u'y, > où u'i =
Bien qu'on ne connaisse aucun cas physique de turbulence qui soit à la fois sta-
tionnaire, homogène et isotrope, on sait la simuler numériquement par résolution
des équations de Navier-Stokes pour les variables instantanées. Ce cas "fictif de
turbulence constitue d'ailleurs un des outils fondamentaux afin de développer et









Dans le cas général, c'est-à-dire pour la quasi-totalité des écoulements liés à des
procédés industriels, < u(x,t) > est fonction de l'espace et du temps. La moyenne
d'ensemble < u(x, t) > n'étant pas équivalente12 à la moyenne temporelle, ni à la
moyenne spatiale, il convient de faire un choix. Or, la moyenne d'ensemble est la
seule à satisfaire les axiomes de Reynolds12, nécessaire pour fermer le système:
• linéarité:
<
 a + b >=< a > + < b >, < Xa >= A < a >, VA e R
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• idempotence:
<< a > b >=< a><b>
• commutativité avec les opérateurs intégro-différentiels:
da d < a > da d < a >
dx dx dt dt < / adx >~ / < a > dx.JD JD
En conséquence, le seul opérateur de moyenne utilisé dans le présent travail est la
moyenne statistique et il convient de garder à l'esprit qu'elle varie en fonction de la
position et du temps.
Outre l'approche écoulement moyen, qui consiste à caractériser et à simuler
l'évolution des grandeurs moyennes, il y a l'approche basée sur le filtrage14. Cette
approche est plus récente12 et consiste à retirer (filtrer) des champs instantanés,
une partie des fluctuations et tenir compte de leurs effets sur les variables filtrées
via des termes d'échange énergétique.
Un filtre doit satisfaire les axiomes de Reynolds, sauf l'idempotence. Les filtres
les plus classiques sont basés sur des transformées de Fourier tronquées, ce qui les
rends assez difficile à manipuler car cela nous force à travailler dans l'espace de
phase plutôt que dans l'espace euclidien12. Il y a cependant des filtres plus simples
basés directement sur la taille des mailles.
Le principe de base de la simulation des grandes structures est lié au fait que la taille
des plus petites structures simulées par le calcul sera environ 2Ax, si A.x est le pas
de maillage. Si cette échelle est bien plus grande que l'échelle de dissipation, on sait
que l'effet de la viscosité moléculaire sera trop faible pour que ces structures puissent
dissiper l'énergie. C'est le modèle de fermeture qui augmentera artificiellement la
viscosité de manière à dissiper l'énergie devant normalement être dissipée par les
plus petites structures.
L'idée est très attirante car on calcule l'écoulement turbulent avec le maximum
de détails que les techniques et la puissance des ordinateurs nous permettent, ce
qu'on ne peut capter, on le modélise. Cependant, la complexité inhérente à l'aspect
instationnaire des simulations de ce type limite leur utilisation. C'est donc à titre
expérimental et exploratoire que nous allons considérer ces modèles de turbulence.
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3.2- Approche écoulement moyen
Afin de connaître l'état du fluide au temps t, on traite le problème avec les équations
de Naviers-Stokes que l'on résout à n reprises à partir d'un même état E(to,x). A






<E(t,x) >= lim (-
1=1
On en déduit une moyenne statistique < E(t,x) > (que l'on notera aussi E(t,x)),
obtenue à partir d'un grand nombre d'expériences effectuées dans les mêmes con-
ditions. Pour simplifier l'écriture, utilisons <f> au lieu de E(t,x). On considère la
décomposition classique de Reynolds (on décompose 0 en une partie moyenne et en
une partie fluctuation):
OÙ
• 0: moyenne statistique,
A
• 0': partie fluctuation défini par 0' = 0 — 0.
Afin de simplifier l'écriture des équations, on définit aussi l'opérateur de moyenne
pondérée par la masse (décomposition de Favre):
0 = 0 + 0 avec 0 = ^r •
P
On réécrit les équations (2.9)-(2.11) en appliquant la décomposition de Reynolds à






p— + p(ù • V)û + V(pu" 0 it") + Vp - V • â — 0
0£ uvFu
p— + pu • VE + V • {^Cvpu"T") + puu"u" + p + pV • û - Vw : u
(Jo Zi
+V • (-K*Vf ) = 0.
Le système ci-dessus contient des corrélations d'ordre deux et trois entre les diverses
fluctuations, il s'agit donc d'un système incomplet. Afin de le compléter, on fait
quelques hypothèses pour modéliser ces termes de corrélations.
1) Tenseur de Reynolds R: L'hypothèse de Boussinesq3'17 émise en 1877 est la
suivante: par analogie avec le tenseur des contraintes visqueuse, on suppose
que les corrélations —pu"u" se comportent comme les contraintes visqueuses.
C'est-à-dire qu'on les suppose alignées sur le tenseur taux de déformation de
l'écoulement moyen:
. 2
R = -pU"u" = --(pk + fitV • Û)I + fitÇVû + Vu*)
o
où fa est un coefficient de viscosité attribuable à la turbulence et k est l'énergie
cinétique turbulente définie par
^ . ^ .
k = -tr(u" O u") = -u'(u'l .
A Zi
Cette variable mesure l'énergie contenue dans les fluctuations des particules de
fluides.
2) Corrélation température-vitesse: L'utilisation d'une analogie avec la loi de
Fourier pour la corrélation température-vitesse nous amène à poser:
où Prt est le nombre de Prandlt turbulent.
3) Corrélation triple: On néglige cette corrélation, en supposant que son apport
est moindre par rapport au tenseur de Reynolds et à la corrélation température-
vitesse.
L'introduction de ces hypothèses dans le système d'équations précédent nous permet
d'obtenir la forme non-conservative et sans dimension des équations de Navier-
Stokes pour les variables moyennes:
+ û Vp + pV û = 0. (3.1)
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du —
p— + p(û-V)û + V6-V-àt = 0 (3.2)
df
p— + pu • VT + #V • ù - Vu : ât + V • (-«£ VT) = 0 (3.3)
où
• 9 =p+ fpfc;
§
S = | (Vû +Vw*);
) r l Cv '
On voit apparaître Prt qui est une constante appelée nombre de Prandlt turbulent
(par analogie avec le nombre de Prandlt laminaire) et est ajustée pour que le rapport
représente bien le taux moyen de transfert de chaleur.
Dans le contexte du système (3.1)-(3.3), la mise au point de modèles de turbulence
vise la fermeture du système d'équations via l'hypothèse de Boussinesq. Le problème
fondamental est de construire un modèle, algébrique ou différentiel, qui soit simple et
précis. Notons que l'utilisation de l'hypothèse de Boussinesq implique le calcul d'une
viscosité turbulente. Que l'on utilise un modèle à 0, 1 ou 2 équations différentielles,
le but premier reste le calcul de cette variable. Or sur le plan fondamental, accepter
le concept de viscosité turbulente revient à conférer aux contraintes turbulentes,
grandeurs ayant une origine convective non-linéaire, un caractère diffusif de type
gradient, donc de nature linéaire. Par suite, il faut s'attendre à ce que les effets de
la turbulence stabilisent les mécanismes instationnaires issus de la non-linéarité des
équations de Navier-Stokes18.
3.2.1- Modèle algébrique
Pour simplifier l'écriture, on omet les symboles x et x des variables moyennes. Un
modèle de base en turbulence est le modèle algébrique, connu aussi sous le nom de
modèle à zéro équation. Dans ce modèle, on néglige l'effet de l'énergie cinétique
turbulente, c'est-à-dire que l'on pose k = 0. Il nous reste à modéliser la variable fit
(viscosité turbulente).
On constate avec des expériences numériques que sans modèle de turbulence,
l'écoulement était laminaire jusqu'à un nombre de Reynolds approximatif de Rec =
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4000. Donc, au-delà de cette valeur, il faut appliquer un modèle de turbulence
pour faire la transition vers un régime turbulent. Ainsi, si Re > 4000, le modèle
algébrique4 est donné par:
+ (1 - a)n\. (3.4)
On utilise une combinaison de deux modèles, le premier est un modèle algébrique
(fi\) e t le second (/^), est un modèle introduit pour faciliter le passage de
l'écoulement laminaire à un écoulement turbulent. Les deux variables ont la forme
suivante:
où
• a = l/(Re — Rec);
• lmix = pS(x) (Wilcox3);
• (3 est entre 0.1 et 0.2 (Wilcox3);
• S(x) = largeur du four à x (voir figure la).
La quantité a tend à donner de plus en plus d'importance à n\, au fur et à mesure
que Re croît.
La principale difficulté dans l'utilisation d'un modèle de type algébrique réside dans
l'approximation des constantes pour les effets de paroi et aussi pour la plume du jet
de plasma. La présence simultanée de parois, de grandes zones de recirculation et
d'un jet présentant de forts gradients pose des complications dans le cas particulier
de cette enceinte. Cependant, la simplicité du modèle facilite son ajustement sur la
base de raisonnement sur la physique des phénomènes présents.
3.2.2- Modèle à une équation pour l'énergie cinétique turbulente
Dans ce modèle, il faut ajouter au système d'équation (3.1)-(3.3), une équation
différentielle aux dérivées partielles pour l'énergie cinétique turbulente (k2 =
\ui Mj ). Cette équation3'16 pour A; à la forme suivante:
8k k3/2




• \it = pk1/2l;
• CD est entre 0.07 et 0.09 selon Wilcox3;
• t OC l"mix-
A priori, cette approche semble être un bon compromis pour le coût et la précision
des calculs. La dépendance du modèle par rapport aux paramètres d'ajustement
est plus faible qu'avec les modèles algébriques. Le paramètre d'ajustement ayant
la plus grande influence est le coefficient de proportionnalité entre l et lmix- Dans
la littérature, le calcul de ce coefficient a été fait seulement près d'une paroi et
est défini par Glushko19 comme étant égale à 1/K, K étant la constante de von
Karman {K = 0.41). C'est pourquoi, on doit faire très attention dans l'application
de ce modèle au jet confiné.
D'autres modèles3'16 existent en deux dimensions, notamment des modèles à deux
et quatre équations différentielles, mais ne seront pas discutés dans ce projet. Ces
modèles, plus complexes, sont supérieurs sur le plan conceptuel mais comportent
plus de termes à modéliser, sont instables et leur efficacité par rapport au modèle
à une équation n'est pas démontrée pour le type de problème qui nous intéresse.
3.3- Approche simulation des grandes structures
La simulation des grandes structures (LES) pour un fluide turbulent est une
méthode médiane entre les simulations numériques directes et l'approche écoulement
moyen. Le principe de base de la méthode est de calculer explicitement les grandes
structures de l'écoulement et modéliser l'effet des petites sans les calculer. Cela se
réalise en 3 étapes distinctes. Premièrement, on applique un filtre aux équations de
Navier-Stokes afin d'expliciter les structures turbulentes de plus petite échelle. Les
équations résultantes décrivent l'évolution spatio-temporelle des grandes structures,
mais possèdent un tenseur caractérisant l'effet des petites structures. La seconde
étape est de remplacer ce tenseur par un modèle. Celui-ci dépend essentiellement de
la grille de calcul, du filtre et des grandes échelles. L'étape finale est la simulation
du système fermé via le modèle.
On peut dire que la LES est encore une méthode expérimentale et pose des difficultés
majeures, notamment du point de vue numérique. Notons d'abord qu'il faut utiliser
un filtre pour faire la distinction entre les grandes et les petites structures. On utilise
généralement des filtres de la forme suivante:
= / G(d(x,y)) w(y,t) dy
Jn
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avec Jn G (y) dy — 1. Un exemple classique de filtre est donné par
où w(t) = J27=i wi(t) i>i- Or o n n e s a^ interpréter le résultat des simulations que si
la grille de calcul est uniforme. Dans le cas contraire, des études récentes37 montrent
que le gradient de taille de mailles crée un effet diffusif (croissance de la taille) ou
anti-diffusif (décroissance de la taille). Cet effet modulateur sur la diffusion entre en
conflit avec le transport des structures turbulentes et rend difficile l'interprétation
des résultats.
Outre les questions théoriques que suscite la LES, son potentiel en tant
qu'alternative au calcul d'écoulements moyens justifie que l'on s'y intéresse. On
considère donc un découplage d'une fonction générique 0 par un filtre:
0 = T{<t>) + 0',
où
• T{4>): partie filtrée,
• (j)': fluctuations résiduelles (par définition <// = 0 —
On définit aussi l'opérateur 0 (filtre pondéré par la masse):
OÙ
• 0" = 0 -
On réécrit les équations de Navier-Stokes avec cette approche de découplage, et on
obtient les mêmes équations de Reynolds compressibles et les mêmes corrélations
qu'avec l'écoulement moyen mais pour les variables filtrées plutôt que moyennes.
Cette fois-ci pour le tenseur de Reynolds R, on utilise une hypothèse semblable à
l'hypothèse de Boussinesq pour les écoulements moyens:
. 9
R = -pu"u" = —-(pk + ntv-u)i + m(Vû + VU*)
o
OÙ
• /it est un coefficient de viscosité attribuable aux fluctuations résiduelles,
• k est l'énergie cinétique associée aux fluctuations résiduelles (k2 = ^u{ ui ) .
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Cette hypothèse nous permet d'écrire la forme non-conservative et sans dimension
des équations de Navier-Stokes pour l'écoulement filtré:
-£ +û- Vp + p\7 -û = Q. (3.6)
du —
p— + p(û • V)û + V0 - V • ât = 0 (3.7)
dT
p— + pu • Vr + 0V • û - Vu : ât + V • (-«£VT) = 0 (3.8)
C/v
où
• 9 =p+ \pk\
• crt = 2/i*5-( | /x*V-û)J;
• 5 = I(VÛ
M,
Les termes à modéliser sont analogues à ceux des équations en écoulement moyen,
et les mêmes hypothèses de modélisation peuvent être utilisées dans les deux cas,
mais en remplaçant les variables moyennes par les variables filtrées.
3.3.1- Modèle algébrique
Ici encore, on omet les symboles x et x des variables filtrées afin de simplifier
l'écriture. Dans ce modèle, on néglige l'effet de l'énergie cinétique turbulente im-
putable aux fluctuations résiduelles, c'est-à-dire, on pose k = 0 et il reste seulement à
modéliser la variable ut (viscosité attribuable aux fluctuations résiduelles). Comme
dans le cas du modèle algébrique pour les écoulements moyens, on utilise p\ et /i^
pour faciliter le passage de l'écoulement laminaire à l'écoulement turbulent (tran-
sitoire). Maintenant, la variable n] est une fonction reliée au maillage et prend la
forme suivante:
À = Plmix(S : 5)2 où lmix = C0*h.
La constante h est un paramètre caractérisant la taille des mailles. Normalement, les
calculs en LES sont faits sur des grilles (maillages) uniformes (AxAy =constante).
Mais le maillage utilisé (voir figure 4b) n'étant pas régulier, il faut calculer une
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constante pour h. On choisit de calculer une longueur moyenne de toutes les mailles.
Donc, si Re > 4000, on applique dans les calculs, le modèle algébrique3 qui a la
forme suivante:
Ht = a/i? + (1 - a)nl (3.9)
où
« , .2 _ (Re_ _ -i\.
rt — \Rec Lh
• a = l/(Re-_Rec);
• l"mix = ^ 0 * h't
• Co = 0.4;
• h: taille caractéristique des mailles du maillage.
La modélisation par simulation des grandes structures est une méthode dont le
potentiel est élevé. Cependant, les contraintes de coût en temps de calcul et des
difficultés de validation rendent cette approche difficile à utiliser.
3.3.2- Modèle à une équation pour l'énergie cinétique turbulente
Ce modèle à une équation est semblable au modèle de l'approche écoulement moyen
(à la valeur des constantes près), mais encore en remplaçant les variables moyennes
par les variables filtrées. Il faut alors ajouter au système d'équation (3.6)-(3.8), une
équation différentielle aux dérivées partielles pour l'énergie cinétique associée aux
fluctuations résiduelles (k2 = ^u'(u'l). Cette équation20 est semblable à l'équation
(3.5):
dk k
p— + pu-Vk = r:Vu- Cep-j— + V • (//VA;) (3.10)
où
• T = at — iipkl;
• IH = C,j,pk1/2h;
• Ce = 0.91;
• Cp = 0.086.
Encore dans ce modèle, on utilise à la place du h, une constante h qui est propor-
tionnelle à la taille moyenne de toutes les mailles.
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3.4- Résumé des modèles de turbulence
Modèle algébrique:
Ht = a/if + (1 - a)nl
(EM) (LES)
• a = l/(Re — Rec); • a = l/(Re — Rec);
• l"mix = M®[%)'•) * l"mix = ^ 0 * "•>
• (3 est entre 0.1 et 0.2; • Co = 0.4;
• 5{x) = largeur du four kx; •h: taille caractéristique des mailles.
Modèle à une équation pour l'énergie cinétique turbulente:
dk
p——h pu • VA; = r : VM — CTp 1- V •
^ dt H H l
(EM) (LES)
= <rt- %pkl; • T = a t -
• ^ = pk^l;
Cx = CD entre 0.07 et 0.09; • Cx = Ce = 0.91;
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CHAPITRE 4
METHODE DES ELEMENTS FINIS ET MISE EN ŒUVRE
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Dans ce chapitre, on présente la méthode des éléments finis utilisée pour la résolution
des équations de Navier-Stokes et du modèle de turbulence à une équation. Plus
particulièrement, on présente la formulation variationnelle associée à la méthode
des éléments finis, la discrétisation spatio-temporelle, et la résolution des systèmes
d'équations algébriques.
4.1- Formulation variationnelle
On obtient une formulation variationnelle21 du problème en multipliant chaque
équation différentielle par des fonctions tests. Ces fonctions tests sont éléments de
l'espace V qui a la forme suivante:
où TD est la partie du bord de Q où l'on impose des conditions de Dirichlet. Les
conditions aux limites à imposer aux fonctions tests sont à mettre en relation avec
les conditions aux limites pour les variables correspondantes. Ensuite, on intègre
chacune des équations sur le domaine Q. On intègre par partie les termes d'ordre
deux afin d'en réduire l'ordre, ceci revient à utiliser une formule de Green. Notons
que l'imposition de conditions aux limites de type Dirichlet ou Neumann homogènes
fait disparaître les termes de bord provenant de la formule de Green.
Par exemple, pour l'équation de l'énergie cinétique turbulente, on aura la formula-
tion variationnelle suivante:
34
r dk f f r
/ p— cj) dVL + / pu-Vk <f> dQ- / T :Vu (f> dn + CD /
k3/2
</>
f 4 = 0
4.2- Discrétisation spatiale
La formulation variationnelle de la section précédente, nous amène à travailler dans
des espaces vectoriels de dimension finie pour lesquels on peut assez facilement ex-
pliciter une base. Cela nous permet d'écrire la solution comme combinaison linéaire
des éléments de la base. Pour construire ces sous-espaces de dimension finie, on
utilise la méthode des éléments finis. Les espaces d'approximation sont générés par
des fonctions ayant un support restreint à quelques éléments adjacents.
Pour mettre en œuvre la méthode, on commence donc par trianguler le domaine,
c'est-à-dire à le partitionner en triangles. On appelle T (ne pas confondre avec
la température, aussi notée T) un élément générique de cette triangulation, et T^
la triangulation. L'élément retenu pour l'étude est le Pi — PiisoPï (voir la figu-
re lb). On construit une triangulation Th/2 à partir de T^ de la façon suivante:
chaque élément est sous-divisé en quatre sous-élérnents par les milieux des arêtes.
On définit les espaces d'approximation1 suivant:
Vh = {Phe V | ph G C°(îî), Vr G Th, ph\T € P\T)} C V;
Zh = {TheZ\Th(E C°(O), VT G Th, Th\T e P1^)} C Z;
Uh = {uheU\uhe (C°(fi))2, VT G Th/2, uhW G (P\T))2} C U;
Kh = {kheK\khe C°(fi), VT G Th, kh]T G P\T)} c K-
où PX(T) désigne l'espace des polynômes de degré au plus 1 sur T. Ces espaces
d'approximation sont utilisés dans la formulation variationnelle des équations de
Navier-Stokes, avec les espaces V, Z, C/, K, associés aux variables p, T, w, k res-
pectivement. Mais on restreint l'approximation aux sous-espaces Vh, Zh, Uh,
pour chaque variable, respectivement.
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De ces espaces, on peut alors définir des fonctions de base sur chaque triangle du
maillage (0i)i=i,2,3- On a, à chaque noeud du triangle, une fonction de base valant
1 en ce noeud et s'annulant aux autres noeuds. L'intérêt de la formulation en
éléments finis provient du caractère local des fonctions de base 0j, dont le support
est construit sur le maillage et s'étend à quelques éléments adjacents seulement.
Un autre avantage important de ces fonctions est de s'adapter sans difficulté aux
geometries les plus complexes et de permettre de raffiner les calculs dans les zones
sensibles.
Les fonctions de Vh,Zh,Uh et Kh sont des combinaisons linéaires des fonctions de
base et leur valeur en un point d'un triangle est définie par interpolation1. Ainsi,
si on note (fi), i = 1, 2,3 les valeurs d'une fonction / aux 3 sommets d'un triangle,
sa valeur en un point (x, y) du triangle est obtenue en 2 étapes:
• 1) déterminer les coordonnées barycentriques du point (x, y) en résolvant:
(f>lXi + 4>2X2 + 03^3 = X
012/1 + 022/2 + 032/3 = 1J (4.1)
01 + 02 + 03 = 1
où (xi,yi) sont les coordonnées des sommets du triangle.
• 2) calculer / par interpolation:
/ = 01/l + 02/2 + 03J3-
La résolution du système dont les équations sont données par la forme variationnelle
restreinte aux espaces d'approximation, nécessite le calcul de résidus. Afin d'obtenir
les résidus, il faut évaluer les intégrales de la forme variationnelle. Puisque les
approximations de p, u et k sont des combinaisons linéaires des fonctions de base,
calculer ces intégrales est relativement simple. À titre d'exemple, détaillons le calcul
de Jn ph Uh • Vkh 0/j dQ, pour des approximations ph,Uh,kh, et la fonction de base
4>h. On a
phuh • Vkh cj)h dtl = Y^ / Ph uh • Vkh 4>h dT
o,
et
/ \ / \ ± 4>h dT.1 Ph un • V&fc 0/j dT = ph u  —— (ph dT + ph u\
JT JT OX JT ày
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Nous allons détailler le calcul d'une des 2 intégrales, l'autre étant identique. Mais
auparavant, voyons comment calculer ^ - . On a kh \t=(n+i)At= &i^i + &202 + &3</>3
où (f>i et k{ sont les fonctions de base et les valeurs de kh pour les 3 sommets du
triangle T et donc,
dkh
k
On obtient les dérivées des fonctions de base via l'équation 4.1. En effet, ce système
s'écrit:
A<f>=(xyl)t
d'où <f> — A-1 (x y 1)* et donc -^f, -rp-, i = 1,2,3 car on a une relation linéaire
explicite entre rc, y et <j>.
Revenons maintenant au calcul de JT ph uh -Q£- (f)^ dT. Puisque p^jU^kh^hi s o n t
tous de polynômes de degré 1 sur T, le produit ph u\ 4 ^ <ph est un polynôme de
degré 3 en çV Or, on peut montrer10'21 que
dT = 2 | T (nx + n2 + n3 + 2)! '
ce qui nous permets de compléter le calcul. Il convient de remarquer que la valeur
ainsi obtenue est la valeur exacte de l'intégrale.
4.3- Discrétisation temporelle
Soit Ai le pas de temps, on note uf1 la valeur de u au temps t = nAt (n =
0,1, 2,...), et on approxime les dérivées temporelles apparaissant dans les équations
de la formulation variationnelle à l'aide du schéma d'Euler implicite
du oun+1-ujn _.,. .l = ^ +O(At).
Afin d'accélérer les calculs dans les cas stationnaires, on introduit un faux pas
de temps. C'est un vecteur At[i] (pas de temps local), dont les valeurs sont
données à partir d'une analyse de stabilité pour une équation de convection-diflFusion
discrétisée à l'aide d'un schéma d'Euler explicite. Le schéma temporel doit alors
être vu comme une méthode de relaxation dont le but est d'améliorer le condition-
nement du système d'équations, et donc réduire le temps de résolution. Il convient
d'insister sur le fait que ceci n'est valide que pour le calcul de solutions stationnaires.
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Dans le cas contraire, toutes les entrées du vecteur At[i] doivent être égales à une
constante Ai. Cependant, le conditionnement est si élevé pour un grand système
d'équations qu'il est nécessaire de recourrir à une méthode de sous-pas afin de faire
converger les solveurs itératifs pour les systèmes d'équations non-linéaires.
La méthode utilisée consiste à se donner un pas de temps global, une constante
Atg, un vecteur de pas de temps locaux At[i] et avancer d'un pas Atg par petits
pas proportionnels à At[i]. L'algorithme a la forme suivante:
1- Fixer la constante Atg, le vecteur At[i] et le facteur a
3- Boucle de temps globale
3.1- Initialisation du temps local cumulé Atcum[i] = 0
3.2- Initialisation du temps local A^oc[z] = At[i]
3.3- Boucle de temps locale
3.3.1- Poser d[i] = Atcum[i] + Atioc[i]
3.3.2- Projeter d[i] dans l'intervalle [0, Atg]
3.3.3- Poser Atioc[i] = d[i] - Atcum[i]
3.3.4- Incrémenter Atcum[i] de Ai/oc[i]
3.3.5- Résolution du système avec Aijoc[z]
3.3.6- Augmenter Atioc[i] d'un facteur a
3.3.7- Fin de la boucle locale interne si Aicum[i] = Atg, Vz.
Cette méthode nous permet de contrôler le conditionnement du système et donc de
faciliter la convergence. De plus, le paramètre a offre la possibilité de diminuer de
façon significative le temps de résolution en augmentant le pas de temps local de
concert avec la diminution du nombre effectif d'équations à résoudre dans la boucle
interne.
4.4- Discrétisation temporelle pour l'équation en k
L'équation pour l'énergie cinétique turbulente fc, est résolue d'une manière
indépendante des quatre équations formant le système de Navier-Stokes. Il est
justifié de faire un tel découplage car, d'une part, il y a peu d'interaction entre k
et les autres variables, et d'autre part, le terme de dissipation, [Cpk3/2 /l], pose des
difficultés numériques qu'il convient d'isoler.
On résout l'équation en k par une méthode de type pas fractionnaire22'23. Elle
consiste à séparer la résolution en deux étapes, après l'application du schéma d'Euler
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implicite:
l.n+1 _ un A""3^2
p(^-— ) + pu • Vkn - T : Vu + CDp— V • (/i*Vkn) = 0.
On introduit une variable temporaire A;:
— - V • (n*Vkn) = 0.
Maintenant, on résout cette équation en deux étapes.
1- Etape de convection:
^—-—- + u • Vkn = 0 (4.2)
2- Étape de diffusion:
(l.n+1 ï.\ un31"1
p(- -) - T :Vu + CDp— V • (fi*Vkn) = 0 (4.3)
L'étape de convection est résolue par la méthode des caractéristiques explicites,
tandis que l'étape de diffusion est résolue à l'aide d'un schéma d'Euler implicite.
La méthode des caractéristiques24 appliquée à l'équation (4.2), revient à résoudre:
dX , ,
 x . , f-u(x,y)\
-— = g(x) ou g(x) = ) { )dtn v ; v ' \-v(x,y)J
avec x(tn = 0) = x0 et y(tn = 0) = y0.
Le point (xo,yo) est le point de départ de la remontée de la caractéristique. La
résolution de ce système fournit l'accroissement des variables le long de la caracté-
ristique (voir figure le). Les coordonnées des points résultants (x(At) , y (At)) sont
les coordonnées du pied de la caractéristique. Ensuite, on cherche dans quel élément
se retrouve le point (x(At) , y (Ai)), et à l'aide d'un polynôme d'interpolation, on
calcule une valeur approchée pour chaque variable remontée par la caracéristique.
4.5- Méthode de résolution
La méthode utilisée est du type Newton inexacte. Elle est appelée Newton-
GMRES25 (Generalized Minimum Residual) et a pour objet de résoudre les systèmes
d'équations non-linéaires:
F(u) = 0, u G Rn.
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Le principe de la méthode Newton-GMRES est de minimiser la norme quadra-
tique du résidu F(u) sur un sous-espace. Le résultat est une "boîte noire" pour la
résolution du système d'équations qui ne nécessite qu'un sous-programme de calcul
de F(û) connaissant ù. L'expérience montre que cette méthode est très performante
et robuste, et elle a l'intérêt de ne demander que des résidus. En effet, le processus
itératif de base est du type Newton
où Fn = F(un), vn = (un+i — un), et Jn est la matrice Jacobienne de F en un. La
solution est approximée en résolvant le problème de minimisation
min || Jnvn - r° ||2
vn€Kn
où r° = — F(v°) — Jnv°,v° étant une approximation initiale, et Kn l'espace de
Krilov de dimension k générer par les vecteurs r°, Jnr°,..., J%~lr°. Or en utilisant
une technique itérative de minimisation, tout ce qu'il est nécessaire de calculer est
le résidu F(v°) et Jnw. Afin de ne pas avoir à construire la matrice jacobienne Jn,
on l'approxime par une formule aux différences
dF(vn) F(vn + hw) - F(vn)Jnw = dw h
4.6- Maillages adaptatifs
On utilise un mailleur adaptatif anisotrope développé par M.-G. Vallet26, pour
augmenter la précision et pour améliorer l'écoulement du fluide dans le four à plasma
(principalement l'allongement de la flamme et l'entrée du fluide dans la cheminée).
Ce mailleur automatique bidimensionnel contrôle localement la taille et la forme
des éléments de la triangulation. Les mailles sont générées par une méthode de
type Delauney-Voronoi. La taille et retirement des triangles est gouverné par un
changement de métrique et le maillage résultant est caractérisé par des arêtes de
longueur presque constante dans la métrique donnée. Le mailleur adaptatif se réfère
également à une solution du maillage et le critère d'adaptation est basé sur le champ
de Mach.
On voit sur la figure 5a, le premier maillage utilisé pour recouvrir la géométrie du
four. Ce maillage possède 997 noeuds, et il a été construit avec l'utilitaire Emc2.
Après plusieurs calculs et quelques utilisations du mailleur adaptatif, il est facile de
remarquer l'amélioration du maillage sur la figure 5b. Ce nouveau maillage a 5815
noeuds, et on voit bien l'entrée du fluide qui est dessinée dans le maillage même.
Ce nouveau maillage améliore la convergence, corrige les problèmes reliés à l'entrée
de la cheminée et facilite l'allongement de la flamme.
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CHAPITRE 5
PRESENTATION ET DISCUSSION DES RESULTATS
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L'écoulement dans le four a été simulé, sous diverses conditions d'expérimentations,
à partir des modèles décris dans les chapitres précédents.
Les calculs des cas tests sont basés sur les caractéristiques physiques suivantes,
proches des propriétés de l'air:
• Cv = 717.5 J/kg.K;
• 7 = 1.4;
• |ur | = 600m/s;
• pr = 0.1708kg/cm;
m T = 8000 K, température du gaz à l'entrée;
• l'angle d'attaque est de 7 degrés;
• le nombre de Mach est de 0.34.
Sur les parois du four, IV, on impose une condition d'adhérence pour la vitesse et
une condition adiabatique pour la température.
Bien qu'une partie de ces conditions aux limites soit proche des conditions physiques,
rappelons que le modèle d'écoulement ne représente pas la situation physique du
four chauffé au plasma. Outre l'absence de modèle pour le transfert de chaleur aux
parois et pour le bilan radiatif, le présent code de calcul ne tient pas compte de
la nature très particulière du jet. Mentionnons aussi que l'aspect bidimensionnel
du modèle en limite beaucoup la représentativité. Cependant, rappelons aussi que
le but du travail était d'explorer diverses approches afin de prendre en compte la
turbulence dans des conditions qui permettent d'orienter le choix en vue d'un outil
de simulation plus élaboré. En cela, le code de calcul et les modèles utilisés sont





















Afin de mettre en évidence les différentes méthodes de modélisation de la turbulence,
on sépare les résultats numériques en trois groupes. Le tableau suivant résume les






15000 turb. 1 éq
15000 turb. 1 éq
15000 turb. alg.
Le groupe A fait référence à des simulations directes, c'est-à-dire une résolution des
équations de Navier-Stokes pour les variables instantanées. Le groupe B présente les
résultats obtenus avec une modélisation de la turbulence par l'approche écoulement
moyen (section 3.2). Tandis que le groupe C présente les résultats obtenus avec
une modélisation de la turbulence via l'approche simulation des grandes structures
(section 3.3).
Tous les calculs ont été effectués avec le même maillage adapté qui possède 5815
sommets et 11174 éléments (figure 5b), sauf pour le cas Al, où un maillage plus
grossier s'est avéré suffisant (figure 5a). Dans chacun des cas, on présente une
page contenant deux figures. Une figure montrant les vecteurs vitesses, et l'autre
montrant les iso-valeurs de température. Celles-ci donnent une bonne indication de
la dispersion de la chaleur dans le four à plasma.
Remarque: Puisque les simulations ne représentent aucun cas réel et que seul les
aspects numériques et qualitatifs nous importent, aucune information quantitative
n'a été introduite sur les figures. •
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Groupe A
La simulation numérique de l'écoulement à Re = 1000 (cas Al) donne un résultat
laminaire (figure 6) où l'on distingue deux zones de recirculation. Elles sont con-
finées près des parois supérieure et inférieure de la géométrie et la vitesse du fluide
y est très faible. Lorsque l'on augmente le nombre de Reynolds de 1000 à 4000, en
prenant soin d'adapter le maillage en conséquence, l'écoulement devient plus com-
plexe. Les zones de recirculation s'agrandissent, la vitesse du fluide s'accroît et les
tourbillons commencent à interagir entre eux et avec la cheminée. Lorsque l'on ap-
proche de Re = 4000, l'état stationnaire devient difficile à atteindre numériquement.
Outre les deux tourbillons principaux, des tourbillons secondaires sont apparus dans
les coins. Le résultat obtenu à Re = 4000 (cas A2) nous servira de condition initiale
pour les autres calculs (figure 7).
Groupe B
Dans ce groupe de cas tests, la modélisation de la turbulence est réalisée via
l'approche écoulement moyen. On compare deux modèles de turbulence, un modèle
algébrique et un modèle à une équation aux dérivées partielles.
Les cas Bl (figure 8) et B2 (figure 9) correspondent à des simulations avec un
modèle de turbulence algébrique et ne diffèrent que par le nombre de Reynolds. Il
est de 15000 pour le cas Bl et de 50000 pour le cas B2. Comparativement au cas
A2, le jet d'entrée est beaucoup plus allongé et il va frapper la paroi supérieure du
four. Sur ces figures, les deux tourbillons principaux sont encore présents, mais ils
se sont déplacés dans la même direction que le jet. Les tourbillons secondaires ont
pris de l'amplitude et tendent à interagir avec les tourbillons principaux, le jet et
la cheminée. Nous avons atteint un état stationnaire pour ces deux simulations.
Les cas B3 (figure 10) et B4 (figure 11) correspondent à deux temps différents d'une
même simulation avec un modèle de turbulence à une équation aux dérivées par-
tielles. Le nombre de Reynolds est de 15000 et l'écoulement obtenu numériquement
est instationnaire. En fait, cela n'est pas surprenant car rien n'indique que
l'écoulement moyen doit être stationnaire. Bien au contraire, la complexité du
problème physique laisse plutôt entrevoir une solution instationnaire. Cependant,
rien ne nous assure que cette situation représente un phénomène réel. En effet, le
modèle de turbulence utilisé a été développé pour des écoulements à fort cisaille-
ment et rien ne nous indique qu'il soit raisonnable de l'utiliser pour un écoulement
caractérisé par d'importantes zones de recirculation. Remarquons que cela n'est pas
spécifique à ce modèle, c'est aussi le cas pour la majorité des modèles de turbulence
pour les écoulements moyens.
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Sur la figure 12, on remarque que l'énergie cinétique turbulente est très élevée aux
abords de la cheminée. Cela indique qu'il y a une forte interaction entre l'écoulement
à l'intérieur du four et la cheminée. Cette interaction crée de l'instabilité et est
peut-être à l'origine du comportement instationnaire de l'écoulement moyen.
En remplaçant la cheminée par des conditions limites de sortie, les possibilités
d'interactions seraient grandement limitées. Bien que cela diminurait le réalisme
du modèle, ça permetterait d'obtenir un type d'écoulements pour lequel les modèles
de turbulence donnent des résultats plus réaliste. Il nous a été impossible de vérifier
cette assertion car l'imposition de tels conditions n'est pas possible avec le schéma
de résolution utilisé. En effet, comme on ne connaît pas la solution à la sortie du
four (base de la cheminée), il devient très difficile d'en imposer une car le système
peu facilement correspondre à un problème mal posé. Notons que pour plusieurs
modèles simplifiés, tel les équations d'Euler compressibles, ou encore, les équations
de Navier-Stokes incompressibles, on sait comment remplacer la cheminée par des
conditions aux limites qui correspondent à un problème bien posé. Cet aspect du
modèle pourrait justifier l'abandon de l'approche compressible pour une approche
basée sur les équations de Navier-Stokes incompressibles.
Groupe C
II nous a été impossible de réaliser une simulation complète avec un modèle pour
la simulation des grandes structures. Nous avions largement sous-estimé la com-
plexité des calculs nécessaires pour une telle simulation. En effet, avec une approche
écoulement moyen, on postule généralement que l'état final est stationnaire et on
utilise des techniques de résolution spécifique à la recherche d'un état stationnaire.
La technique usuelle consiste à voir les dérivées temporelles pour le modèle insta-
tionnaire comme un terme de relaxation pour lequel le temps est un paramètre local.
On parle alors de "faux pas de temps" ou de "pas de temps local". Cette technique
revient à ajuster les échelles des équations du système afin d'améliorer le condi-
tionnement. Pour le système non-linéaire associé aux équations de Navier-Stokes
compressible, l'effet de cette astuce est draconien. Évidemment, cette technique n'a
de sens que si la solution finale est stationnaire, ce qui n'est pas le cas lorsque l'on
simule les grandes structures d'un écoulement turbulent.
Dans le cas précis de la simulation que nous avons tantée à Re = 15000, avec
le modèle algébrique, le conditionnement était si mauvais qu'il fut nécessaire
d'introduire une technique de sous-pas (voir section 4.3). Voici quelques données
permettant d'apprécier l'accroissement de la complexité lorsque l'on passe d'une
simulation d'écoulement moyen à une simulation des grandes structures (les calculs
ont été réalisés sur HP9000-735):
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cas Bl:
il faut 10 secondes cpu pour un "faux pas de temps";
il faut 8 heures cpu pour la simulation complète (figure 8);
cas Cl:
il faut 86 secondes cpu pour un pas de "temps réel" ;
il faut 320 heures cpu pour une simulation incomplète (figure 13).
La simulation des grandes structures est présentée à la figure 13. Elle est incomplète
dans le sens que l'écoulement n'est pas encore pleinement développé. Néanmoins,
on voit clairement que le tourbillon inférieur s'est scindé en deux, signe que des
structures plus fines apparaissent progressivement.
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Conclusion.
Nous avons développé un modèle numérique pour simuler des écoulements turbu-
lents dans un four. La géométrie et les conditions physiques sont inspirées d'un
procédé industriel de récupération de l'écume d'aluminium par chauffage au plasma.
Le but premier du travail était d'étudier le comportement numérique et de comparer,
via l'expérimentation numérique, deux approches différentes pour tenir compte de
la turbulence: l'approche par simulation de l'écoulement moyen et l'approche par
simulation des grandes structures.
L'écoulement étant caractérisé par un jet de gaz chaud à grande vitesse, compres-
sible et fortement turbulent, nous avons opté pour une modélisation basée sur les
équations de Navier-Stokes pour les fluides compressibles. La simulation de ce
modèle par la méthode des éléments finis nécessite la prise en compte de la cheminée
de sortie des gaz.
Les écoulements moyens obtenus via un modèle de turbulence algébrique et un
modèle à une équation semblent montrer que l'on est hors de leur domaine de va-
lidité. Les expériences réalisées avec un modèle de simulation des grandes structures
nous a permis d'évaluer les exigences de cette approche en regard des techniques
numériques de résolution et de la complexité des calculs à réaliser. En outre, nous
pouvons conclure que cette approche n'est pas encore applicable à des problèmes
industriels. Des méthodes numériques efficaces pour les simulations d'écoulements
instationnaires et des ordinateurs plus puissant sont des prérequis pour rendre cette
approche utilisable.
Terminons par quelques recommendations:
- choisir un modèle de base plus simple que les équations de Navier-Stokes pour
les fluides compressibles afin de remplacer la cheminée par des conditions aux
limites. L'effet stabilisateur de ces conditions devrait être suffisant pour que
les modèles de turbulence usuels donnent des résultats raisonnables;
- modéliser la turbulence via une approche écoulement moyen, avec un modèle
algébrique adapté aux particularités de l'écoulement dans le four. Cela de-
mande un travail de recherche important, mais semble nécessaire puisque les
modèles usuels ont été développés pour des écoulements beaucoup plus simples.
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L
Figure la: domaine de calcul.
Figure lb: element PIisoP2.
O : ddl en U, T, k, p, p
• : ddl en U
remontée de la caractenstiaue
n+1
Figure le: méthode des caractéristiques.
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Figure 2: niveau d'énergie associe aux mouvements instationnaires.
Figure 3a: vecteurs vitesses, Re=2000, avant correction.
Figure 3b: vecteurs vitesses, Re=2000, avant correction, zoom de la sortie.
Figure 4a: vecteurs vitesses, Re=2000, après correction.
Figure 4b: vecteurs vitesses, Re=2000, après correction, zoom de la sortie.
Figure 5a: maillage avec Emc2,997 noeuds .
Figure 5b: maillage avec mailleur adaptatif, 5815 noeuds.
Figure 6a: vecteurs vitesses, Re=1000, simulation directe, cas Al.
Figure 6b: iso-valeurs de temperature, Re=1000, simulation directe, cas Al.
Figure 7a: vecteurs vitesses, Re=4000, simulation directe, cas A2.
Figure 7b: iso-valeurs de temperature, Re=4000, simulation directe, cas A2.
Figure 8a: vecteurs vitesses, Re=15000, turbulence algébrique, cas Bl.
Figure 8b: iso-valeurs de temperature, Re= 15000, turbulence algébrique, cas Bl.
Figure 9a: vecteurs vitesses, Re=50000, turbulence algébrique, cas B2.
Figure 9b: iso-valeurs de temperature, Re=50000, turbulence algébrique, cas B2.
Figure 10a: vecteurs vitesses, Re=15000, turbulence 1 equation, cas B3.
Figure 10b: iso-valeurs de temperature, Re=15000, turbulence 1 equation, cas B3.
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Figure l ia: vecteurs vitesses, Re=15000, turbulence 1 equation, cas B4.
Figure 11b: iso-valeurs de température, Re=15000, turbulence 1 equation, cas B4.
Figure 12a: iso-valeurs de k, Re=15000, turbulence 1 equation, cas B3.
Figure 12b: iso-valeurs de k, Re=15000, turbulence 1 equation, cas B4.
Figure 13a: vecteurs vitesses, Re=15000, turbulence algébrique (LES), cas Cl.
Figure 13b: iso-valeurs de temperature, Re=15000, turbulence algébrique (LES), cas Cl.
